Física 2º Bachillerato

Movimiento Ondulatorio

ECUACIÓN DE ONDAS
1 C.- Sea la onda definida por la ecuación y = 7 sen((x+(t/4) U.I. Obtener:(a) Tipo a que pertenece la onda, y la dirección y sentido de propagación de la misma; (b) Frecuencia y longitud de onda; (c) velocidad máxima con la que se mueve un punto sometido en dicha onda a dicha perturbación.

Sol.: (b) f = 1/8 Hz ; ( = 2 m ; (c) vmax= (7/4) ( m/s

Solución
a) La onda es una onda transversal que se propaga en sentido negativo del eje X.
b) Conocemos de la onda: A = 7 m; k = ( rad/m; ( = 
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La pulsación está relacionada con la frecuencia:

( = 2(·f   (   f =
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El número de onda esta relacionado con la longitud de onda.
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c) La velocidad de un punto es
v(x,t) =
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y(x,t) = 7
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el valor máximo es
vmax = 7
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2 C.- En un extremo de una cuerda tensa horizontal de 5 m, se provoca un movimiento oscilatorio armónico perpendicular a la dirección de la cuerda, cuya elongación es de 8 cm cuando han transcurrido 0,5 s desde su comienzo. Se observa que la onda producida tarda en llegar al otro extremo 2 s y que la distancia entre dos crestas sucesivas es de 1,5 m.(a) Determinar la frecuencia y la amplitud del movimiento ondulatorio; (b) Calcular la velocidad de un punto situado a 1 m del origen, al cabo de 0,6 s de iniciado el movimiento ondulatorio; (c) Hallar el desfase entre dos puntos separados 2 m. Dar los resultados en el S.I.

Sol.: (a) A = 0,16 m ; f = 
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Solución
La longitud de onda es ( = 1,5 m = 
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 m, y la velocidad de propagación, v = 
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a) La frecuencia la podemos obtener de la velocidad de propagación

v = (·f   (   f = 
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La ecuación del movimiento será: y(x,t) = A sin ((t ( kx + (), donde
( = 2(·f = 
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por tanto

y(x,t) = A sin (
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si tomamos como condición inicial: y = A, en x = 0 y t = 0

A = A sin(   (   ( = 
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por tanto

y(x,t) = A sin (
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sabemos que y = 0,08 m cuando t = 0,5 s en el punto x = 0

0,08 = A sin (
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b) La velocidad de cualquier punto será

v(x,t) =
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y(x,t) = 0,16·
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v(x,t) = 1,68 cos (
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en las condiciones indicadas

v(1 , 0,6) = 1,68 cos (
[image: image35.wmf]3

10

p

0,6 ( 
[image: image36.wmf]3

4

p

+
[image: image37.wmf]2

p

) = (1,45 m/s
c) La diferencia de fase entre dos puntos separados (x = 2 m sería

( = k·(x = 
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3 L(J-94).- La ecuación de una onda transversal que se propaga por una cuerda tensa de gran longitud es: y = 16 sen 2((0,8t ( 1,25x); donde x e y se expresan en cm y t en segundos. Determinar: (a) la velocidad de fase de la onda (b) los valores de la velocidad máxima y de la aceleración máxima de la oscilación de un punto cualquiera de la cuerda. (c) la distancia que separa los puntos de la cuerda que oscilan en oposición de fase.

Sol.: (a) v = 0,64 cm/s ; (b) vmax = 80,42 cm/s ; amax = 404,26 cm/s2 ; (c) x = 0,4 cm

Solución
En este caso la ecuación de ondas de una perturbación armónica, que se propaga en sentido positivo del eje X, es del tipo
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en donde A es la amplitud, T el periodo de oscilación de las partículas del medio y ( es el periodo espacial en el medio o la longitud de onda.

En nuestro caso y simplemente comparando las ecuaciones obtenemos que

A = 16 cm

1/T = 0,80  (  T = 1,25 s

1/( = 1,25  (  ( = 0,80 cm

RESOLUCIÓN Y CÁLCULOS:
(a) La velocidad de fase de una onda es: vf = (/T

en nuestro caso

vf = 0,80/1,25 = 0,64 cm/s

(b) La velocidad de oscilación de un punto cualquiera de la cuerda se calcula a partir de la derivada de la elongación del punto respecto al tiempo

v = 
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y = 16·2(·0,80·cos 2((0,80t - 1,25x)

v = 80,42·cos 2((0,80t - 1,25x) cm/s

En el momento en que cos 2((0,80t - 1,25x) = ±1, la velocidad será máxima y valdrá
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Para calcular la aceleración basta derivar la velocidad de oscilación del punto

a = 
[image: image43.wmf]dt

d

v = - 16(2(·0,80)2 sin 2((0,80t - 1,25x)

a = - 404,26 sin 2((0,80t - 1,25x) cm/s2
En el momento en que sin 2((0,80t - 1,25x) = ±1, la aceleración será máxima y valdrá
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 = 404,26 cm/s2
(c) Los puntos de la cuerda que oscilan en fase están separados una longitud de onda por tanto los puntos que oscilan en oposición de fase están a una distancia igual a una semilongitud de onda

(x = /2 = 0,4 cm

ANÁLISIS DEL RESULTADO:
Existe otra posibilidad, sin necesidad de derivar, para calcular la velocidad y la aceleración de oscilación de un punto de la cuerda. En efecto, en un movimiento armónico de ecuación la velocidad se puede escribir como
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la velocidad será máxima cuando y = 0, por tanto

vmax = (A

El valor de ( lo podemos calcular a partir de la expresión

( = 2(/T = 5,026 s-1
obteniendo un valor para la velocidad máxima de

vmax = 5,026·16 = 80,42 cm/s

la aceleración del movimiento es

a = -(2y

como la elongación máxima es la amplitud del movimiento , la aceleración máxima será

amax = - (2A

obteniendo un valor para la aceleración máxima

amax = - (5,026)216 = - 404,26 cm/s2
4 L(S-94).- ¿Por qué la ecuación que representa una onda armónica unidimensional es doblemente periódica?

Solución
La ecuación que representa una onda armónica unidimensional propagándose sobre el eje X, en sentido positivo, viene dada por la expresión
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en donde A es la amplitud del movimiento de las partículas del medio, T el periodo temporal y ( el periodo espacial o longitud de onda.

Si nos fijamos en un punto del medio, esta función es periódica en el tiempo, con un periodo de T segundos, lo que equivale a decir que si fijamos la x, la función y(x,t) toma los mismos valores cada T segundos. En efecto

y(x,t) = y(x,t+T)
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sacando la unidad multiplicada por 2( fuera del paréntesis
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como el sin (( + 2() = sin (
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como queríamos demostrar.

En un instante determinado, esta función también es periódica en el espacio, con un periodo de ( metros, lo que significa que si fijamos el tiempo t, la función y(x,t) toma los mismos valores cada ( metros. En efecto

y(x,t) = y(x+(,t)
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sacando la unidad multiplicada por 2( fuera del paréntesis
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como el sin (( - 2() = sin (
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como queríamos demostrar.

5 L(J-96).- Una onda armónica transversal que se propaga a lo largo de la dirección positiva del eje de las X, tiene las siguientes características: amplitud A = 5 cm, longitud de onda ( = 8( cm, velocidad de propagación v = 40 cm/s. Sabiendo que la elongación de la partícula de abscisa x = 0, en el instante t = 0, es de 5 cm, determinar: (a) El número de onda y la frecuencia angular de la onda. (b) La ecuación que representa el movimiento vibratorio armónico simple de la partícula de abscisa x = 0. (c) La ecuación que representa la onda armónica transversal indicada.

Sol.: (a) k = 0,25( cm(1 ; ( = 10( s(1 ; (b) y(0,t) = 5·cos(10(·t) ; (c) y(x,t) = 5·cos(10(·t ( 0,25(·x)

Solución
a) El número de onda, conocida la longitud de onda se calcula de inmediato a partir de su definición
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La frecuencia angular de la onda la puedes calcular a partir del valor de la velocidad de propagación
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sustituyendo los valores

( = 40·1/4 = 10 s-1
(b) Si nos fijamos en la posición x = 0 la ecuación de la onda sería

y(0,t) = A cos((t+()

que es la de un movimiento vibratorio armónico simple de amplitud y frecuencia angular conocidas ( A = 5 cm y ( = 10 s-1). Por tanto

y(0,t) = 5 cos(10t+()

la condición inicial que nos dan, cuando x = 0 y t = 0 , y = 5 cm nos permite calcular la constante de fase ( del movimiento

5 = 5 cos(  (  cos( = 1 (  ( = 0

en definitiva

y(0,t) = 5 cos10t

(c) La ecuación que representa la onda armónica transversal indicada será

y(x,t) = 5 cos(10t-0,25x+()

la constante de fase ( se calcula, igual que antes, a partir de la condición inicial y(0,0) = 5 cm

5 = 5 cos(  (  cos( = 1  (  ( = 0

en consecuencia la ecuación sería

y(x,t) = 5 cos(10t-0,25x)

6 L(J-97).- Una onda armónica cuya frecuencia es de 50 Hz, se propaga en la dirección positiva del eje X. Sabiendo que la diferencia de fase, en un instante dado, para dos puntos separados 20 cm es de (/2 rad, determinar: (a) El periodo, la longitud de onda y la velocidad de propagación de la onda. (b) En un punto dado ¿qué diferencia de fase existe entre los desplazamientos que tienen lugar en dos instantes separados por un intervalo de 0,01 s?

Sol.: (a) T = 0,02 s ; ( = 80 cm ; v = 4.000 cm/s ; (b) ( = ( ( rad

Solución
La ecuación de una onda armónica propagándose en la dirección positiva del eje X con velocidad v = (/T, es del tipo
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en donde A es la amplitud del movimiento T es el período y ( es la longitud de onda.

Se llama fase de la onda a

fase = 2(
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de modo que la diferencia de fase δ entre dos puntos x1 y x2 y dos instantes t1 y t2 determinados se calcula como

2(
[image: image57.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

l

1

1

x

T

t

( 2(
[image: image58.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

l

2

2

x

T

t

 = (
RESOLUCIÓN Y CÁLCULOS:
a) El período está relacionado de forma directa con la frecuencia de modo que su cálculo es inmediato
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Para calcular la longitud de onda nos dicen que la diferencia de fase, (, en un mismo instante t, para dos puntos distintos separados (x = x2 - x1 = 20 cm es de (/2. Por tanto
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operando
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despejando la longitud de onda
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sustituyendo los valores que nos dan


[image: image64.wmf]cm

80

20

2

2

=

=

p

p

l


El cálculo de la velocidad de propagación de la onda una vez hallados el período y la longitud de onda es inmediato
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(b) Se llama fase de la onda a
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En este segundo apartado la diferencia de fase se refiere a un mismo punto x y en dos instantes diferentes separados (t = 0,01 s
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operando
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sustituyendo los datos
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7 L(J-99).- Una onda armónica que se propaga por un medio unidimensional tiene una frecuencia de 500 Hz y una velocidad de propagación de 350 m/s. (a) ¿Qué distancia mínima hay, en un cierto instante, entre dos puntos del medio que oscilan con una diferencia de fase de 60º? (b) ¿Cuál es la diferencia de fase de oscilación, en un cierto punto, para un intervalo de tiempo de 10(3 s?

Sol.: (a) (x = 11,7 cm ; (b) ( = ( rad

Solución
En una onda armónica de amplitud A, frecuencia angular (, y número de onda k, escrita en la forma

y(x,t) = A sen((·t-k·x)

se denomina fase al argumento de la función armónica

 = (·t-k·x

La onda que nos dan tiene una frecuencia f = 500 Hz, por tanto su frecuencia angular será

( = 2(f = 1.000·( rad/s

la velocidad de propagación es v = 350 m/s, por tanto el número de onda lo podemos calcular de inmediato
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de modo que la fase de la onda es: ( = 1.000·(·t-2,86·(·x

(a) En un cierto instante, t, dos puntos del medio x1 y x2 oscilan con una diferencia de fases de 60º = (/3 rad, por tanto

(1 - (2 = (/3 ( ((·t-k·x1) - ((·t-k·x2) = (/3

simplificando

k(x2 - x1) = (/3 ( x2 - x1 = (/3k

sustituyendo los datos
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(b) En este caso, lo que se fija es el punto, x, y nos piden la diferencia de fase para un cierto intervalo de tiempo

(1 - (2 = ((·t1 -k·x) - ((·t2-k·x) = (·(t1 - t2)

sustituyendo los datos

(1 - (2 = 1.000·(·10-3 = ( rad

8 L(J-00).- Una onda transversal que se propaga en una cuerda, coincide con el eje X, tiene por expresión matemática: y(x,t) = 2sen(7t ( 4x), en unidades SI. Determine: (a) La velocidad de propagación de la onda y la velocidad máxima de vibración de cualquier punto de la cuerda. (b) El tiempo que tarda la onda en recorrer una distancia igual a la longitud de onda.

Sol.: (a) v = 1,75 m/s ; vmax = 14 m/s (b) T = 2(/7 s

Solución
(a) La velocidad de propagación de una onda se puede escribir directamente como


[image: image73.wmf]k

v

w

=


en donde ( es la frecuencia y k el número de onda. Por tanto

v = 7/4 m/s = 1,75 m/s

La velocidad máxima de vibración en cualquier punto de la cuerda es

vmax = A·(
en donde A es la amplitud del movimiento, de modo que

vmax = 2·7 = 14 m/s

(b) El tiempo que tarda la onda en recorrer una distancia igual a la longitud de onda es el período

T = 2(/( = 2(/7 = 0,29( s

9 LA(J-00).- Una onda transversal se propaga por una cuerda, siendo su ecuación (en unidades del SI) y = 0,05 sin(4(t - 2(x). Se pide:

a) ¿Cuánto vale la velocidad de propagación de la onda?

b) ¿Cuál será la velocidad de un punto que se encuentra a 2 m del origen en el instante t = 5 s?

Sol.: a) v = 2 m/s; b) v = 0,2( m/s

Solución

a) La velocidad de propagación se define como:

v = 
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b) La velocidad del punto será la velocidad transversal de la onda, que es la derivada de la posición de cada punto:

v = 
[image: image76.wmf]dt

dy

 = 0,05·4( cos(4(t - 2(x)
Cuando x = 2 y t = 5 s, la velocidad será

v = 0,05·4( cos(4(·5 - 2(·2) = 0,2·( m/s
10 LA(J-00).- Una onda transversal (A) se propaga por un medio según la ecuación y = 10-2 sin 10(100 t - x) en unidades del SI.

a) Escribe la ecuación de una onda transversal (B) que se propague con una longitud de onda que sea el doble y se propague en el sentido contrario que la onda A y el resto de los parámetros iguales.

b) Escribe la ecuación de una onda transversal (C) que se propague con una amplitud y frecuencia que sean la mitad de A y el resto de los parámetros iguales.

Sol.: a) y = 10-2 sin (1000 t + 5·x); b) y = 5·10-3 sin (500 t ( 10·x)
Solución
La ecuación de ondas de la onda (A) es del tipo: y = A sin ((t ( kx), en consecuencia:

y = 10-2 sin 10(100 t - x) = 10(2 sin (1000·t ( 10·x)

A = 10(2 m; ( = 1000 rad/s; k = 10 rad/m. Como
( = 2(·f   ;   k = 
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a) La onda (B) tendría una longitud de onda doble y en consecuencia un número de onda sería la mitad, k’ = 5 rad/m. El sentido de la propagación se impone cambiando el signo de la fase.

y = 10-2 sin (1000 t + 5·x)

b) La onda (C) tendría la mitad de la frecuencia y en consecuencia la mitad de la frecuencia angular, (’ = 500 rad/s y la mitad de amplitud

y = 5·10-3 sin (500 t ( 10·x)

11 LA(S-00).- En el centro de una piscina de 10 m de radio dejamos caer una piedra que da origen a una onda sinusoidal en la superficie del agua. La longitud de onda de ese movimiento es de 0,75 m y la onda tarda 10 s en llegar a la orilla.

(a) Calcular el periodo y la frecuencia.

(b) Determinar la máxima elongación, sabiendo que al cabo de 0,25 s de producirse la perturbación la elongación en el centro de la piscina es de 4 cm.

Sol.: a) T = 0,75 s; f = 1,33 Hz; b) A = 0,08 m

Solución

a) Dado que la perturbación recorre 10 m en 10 s, la velocidad de propagación es:

v = 
[image: image78.wmf]10
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 = 1 m/s

La velocidad de propagación se puede escribir como: v = (·f, por tanto la frecuencia será

f = 
[image: image79.wmf]l

v

= 
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El periodo es la inversa de la frecuencia, por tanto:

T = 0,75 s

b) La oscilación en el punto central sigue la ecuación: y = A cos(2(f· t)

Sustituyendo:0,04 = A cos(2(·1,33·0,25) = -0,5 A

Por tanto la amplitud máxima en valor absoluto será: A = 0,04/0,5 = 0,08 m = 8 cm

12 L(S-00).- Uno de los extremos de una cuerda tensa, de 6 m de longitud, oscila transversalmente con un movimiento armónico simple de frecuencia 60 Hz. Las ondas generadas alcanzan el otro extremo de la cuerda en 0,5 s. Determine: (a) La longitud de onda y el número de onda de las ondas de la cuerda. (b) La diferencia de fase de oscilación existente entre dos puntos de la cuerda separados 10 cm.

Sol.: (a) ( = 0,2 m ; k = 10( rad/m ; (b) ( = ( rad

Solución
(a) La velocidad de propagación de la onda es

v = x/t = 6/0,5 = 12 m/s

Esta velocidad se puede escribir en función de la longitud de onda y la frecuencia como

v = (·f

de modo que

( = v/f = 12/60 = 0,2 m

y el número de onda k será

k = 2(/( = 10( rad/m

(b) La diferencia de fase entre estos dos puntos será

( = ((t - kx1) - ((t - kx2) = k (x2 - x1)

( = 10(· 10·10-2 = ( rad

13 LA(S-00).- Dos ondas que tienen la misma frecuencia, longitud de onda y amplitud, se están moviendo en la misma dirección y sentido. Si su diferencia de fase es (/2 y cada una de ellas tiene una amplitud de 0,05 m, hallar la amplitud de la onda resultante.

Sol.: A = 0,071 m

Solución

La suma de las dos ondas es: y = y1 + y2 = 0,05 sin (kx – (t) + 0,05 sin (kx – (t + (/2)

Utilizando la relación trigonométrica:

sin A + sin B = 2 sin
[image: image81.wmf]2
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obtenemos

y = 0,05·2·sin (kx – (t + (/4) cos (/4 = 0,05·2·
[image: image83.wmf]2

2

sin (kx – (t + (/4)

En definitiva la onda resultante sería

y = 0,071 sen (kx – (t + (/4)

cuya amplitud es A = 0,071 m

14 LA(J-01).- Una onda se propaga en el sentido negativo del eje X, siendo 20 cm su longitud de onda. El foco emisor vibra con una frecuencia de 25 Hz, una amplitud de 3 cm y fase inicial nula. Determina:

a) La velocidad con que se propaga la onda.

b) La ecuación de la onda.

c) El instante en que un punto que se encuentra a 2,5 cm del origen alcanza, por primera vez, una velocidad nula.

Sol.: a) v = 5 m/s; b) y = 0,03 cos(50(·t + 10(·x); t = 0,005 s

Solución

a) La velocidad de propagación está relacionada con la longitud de onda y la frecuencia a través de la ecuación: v = ( f

v = 0,2 · 25 = 5 m/s

b) La ecuación de la onda será:

( = 2(·f = 50( rad/s   ;   k = 
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= 10( rad/m

y = 0,03 cos(50(·t + 10(·x)

c) La velocidad es la derivada con respecto al tiempo del desplazamiento. Por tanto será:

v = (0,03·50( sin (50(·t + 10(·x) = (1,5 ( sin (50(·t + 10(·x)

El instante en el que un punto situado en x = (0,025 m tiene velocidad cero será

0 = (1,5 ( sin (50(·t ( 10(·0,025)   (   0 = sin (50(·t ( 10(·0,025)

0 = 50(·t ( 10(·0,025   (   t = 
[image: image86.wmf]50
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15 L(S-01).- La expresión matemática de una onda armónica transversal que se propaga por una cuerda tensa orientada según el eje X es:

y = 0,5 sen (6(t – 2(x)         (x, y en metros; t en segundos)

Determine: (a) Los valores de la longitud de onda y de la velocidad de propagación de la onda. (b) Las expresiones que representan la elongación y la velocidad de vibración en función del tiempo, para un punto de la cuerda situado a una distancia x = 1,5 m del origen. (c) Los valores máximos de la velocidad y de la aceleración de vibración de los puntos de la cuerda. (d) La distancia mínima que separa dos puntos de la cuerda que, en un mismo instante, vibran desfasados 2( radianes.

Sol.: (a) ( = 1 m ; v = 3 m/s (b) y = 0,5 sen (6(t ( 3() ; v = 3( cos (6(t ( 3() ; (c) vmax = 3( m/s ; amax= 18 (2 m/s2 (d) (x = 1 m

Solución
(a) La ecuación que nos dan es del tipo

y = A sen ((t – kx)

de modo que, por comparación podemos afirmar

A = 0,5 m ; ( = 6( rad/s ; k = 2( rad/m

por tanto la longitud de onda será
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y la velocidad de propagación
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(b) Para un punto situado en x = 1,5 m la ecuación será

y = 0,5 sin (6(t - 3()

que es la ecuación de un movimiento armónico simple

La velocidad será

v = 
[image: image89.wmf]dt
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y = 3( cos (6(t - 3()

c) La velocidad máxima de cualquier punto de la cuerda será aquella para la cual el coseno valga 1

vmax = 3( m/s

y la aceleración

a = 
[image: image90.wmf]dt
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v = -18(2 sin (6(t - 2(x)

que será máxima cuando el seno valga 1

amax = 18(2 m/s2
d) La diferencia de fases en un instante t será

( = (6(t - 2(x1) – (6(t - 2(x2)

como la diferencia de fases es de 2( rad

2( = 2( (x  (  (x = 1 m

16 L(J-02).- Escriba la expresión matemática de una onda unidimensional como una función de x (distancia) y t (tiempo) y que contenga las magnitudes indicadas en cada uno de los siguientes apartados: (a) frecuencia angular ( y velocidad de propagación v, (b) período T y longitud de onda (; (c) frecuencia angular ( y número de onda k.(d) Explique por qué es una función doblemente periódica

Sol.: a) y = A sin (
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; b) y = A sin 2(
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Solución

a) La ecuación general de una onda que se propaga en el sentido positiva del eje X con velocidad v, es

y = A sin (
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b) Introduciendo la frecuencia angular ( dentro del paréntesis, obtenemos

y = A sin (
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 EMBED Equation.3  [image: image96.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

v

x

t

= A sin 2(
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como ( = v·T

y = A sin 2(
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c) Introduciendo el 2( dentro del paréntesis obtenemos

y = A sin 
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   (   y = A sin ((t ( kx)

d) La ecuación que representa una onda armónica unidimensional propagándose sobre el eje X, en sentido positivo, viene dada por la expresión


[image: image100.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

l

p

x

T

t

A

t

x

y

2

sin

)

,

(


en donde A es la amplitud del movimiento de las partículas del medio, T el periodo temporal y ( el periodo espacial o longitud de onda.

Si nos fijamos en un punto del medio, esta función es periódica en el tiempo, con un periodo de T segundos, lo que equivale a decir que si fijamos la x, la función y(x,t) toma los mismos valores cada T segundos. En efecto

y(x,t) = y(x,t+T)
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sacando la unidad multiplicada por 2( fuera del paréntesis
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como el sin (( + 2() = sin (
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como queríamos demostrar.

En un instante determinado, esta función también es periódica en el espacio, con un periodo de ( metros, lo que significa que si fijamos el tiempo t, la función y(x,t) toma los mismos valores cada ( metros. En efecto

y(x,t) = y(x+(,t)
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sacando la unidad multiplicada por 2( fuera del paréntesis
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como el sin (( - 2() = sin (
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como queríamos demostrar.

17 LA(S-02).- Una onda transversal se propaga según la ecuación:

y = 4· sin2( [(t/4)+(x/1,8)] (en unidades S.I.)

Determine:

a) La velocidad de propagación de la onda y la velocidad de vibración máxima de un punto alcanzado por la onda.

b) La diferencia de fase, en un instante dado, de dos puntos separados 1 m en la dirección de avance de la onda.

Sol.: a) vp = 0,45 m/s; vv = 2( m/s; b) 

Solución

a) La ecuación general de una onda es:

y = A sin 2(
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Identificando términos con la ecuación dada en el enunciado se obtiene:

A = 4; T = 4 s; (= 1,8 m

Para calcular la velocidad de propagación:

vp = 
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La velocidad de vibración se obtiene derivando la ecuación de la posición:

vv = 
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El valor máximo será

vv = 
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b) La diferencia de fase sera:

( = 2(
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18 LA(S-02).- Dos corchos que flotan en la superficie del agua de un estanque son alcanzados por una onda que se produce en dicha superficie, tal que los sucesivos frentes de onda son rectas paralelas entre sí que avanzan perpendicularmente a la recta que une ambos corchos. Se observa que los corchos realizan 8 oscilaciones en 10 segundos, y que oscilan en oposición de fase. Sabiendo que la distancia entre los corchos es 80 cm y que ésta es la menor distancia entre puntos que oscilan en oposición de fase, calcular la velocidad de propagación de la onda en el agua.

Sol.: v = 1,28 m/s

Solución

En el enunciado dice que los corchos oscilan en oposición de fase, por lo que se puede decir que están separados un número impar de medias longitudes de onda. Como esta distancia es la menor posible para estar en oposición de fase, se llega a la conclusión que los corchos están separados (/2:


[image: image118.wmf]2
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= 80   (   ( = 160 cm = 1,60 m

La frecuencia de oscilación es conocida, 8 oscilaciones en 10 segundos:

f = 
[image: image119.wmf]10
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= 0,8 Hz

Se tienen todos los datos necesarios para calcular la velocidad de propagación:

v = (·f = 1,60·0,8 = 1,28 m/s
19 L(S-03).- La expresión matemática de una onda armónica es y(x,t) = 3 sen(200(t ( 5x + (), estando todas las magnitudes en unidades SI. Determine: (a) La frecuencia y la longitud de onda. (b) La amplitud y la velocidad de propagación de la onda.

Sol.: (a) f = 100 Hz; ( = 2(/5 m; (b) A = 3 m; v = 40( m/s

Solución

La expresión matemática de la onda viene dada por: y(x, t) = A sen(( t – k x + ()

Por tanto comparando los términos semejantes:

a) La frecuencia:

( = 2(·f   (   200( = 2(·f   (   f = 100 Hz

La longitud de onda

k = 
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b) La amplitud: A = 3 m

La velocidad de propagación:

v = (·f = 
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20 LA(J-04).- Considere la siguiente ecuación de una onda:

y( x , t ) = A sin ( b t - c x )

a) ¿qué representan los coeficientes A, b, c ? ¿cuáles son sus unidades?

b) ¿qué interpretación tendría que la función fuera “coseno” en lugar de “seno” ?¿y que el signo dentro del paréntesis fuera + en lugar de - ?

Solución

a) Comparando la expresión dada con la ecuación general de una onda

y(x,t) = A·sin(ωt − kx)

A es la amplitud de la onda que indica el valor máximo de la elongación que sufren los puntos del medio por los que pasa la onda. Sus unidades en el S.I. son los metros.

b es la pulsación o frecuencia angular, sus unidades en el sistema angular son rad/s.

c es el número de ondas. Sus unidades son rad/m.

b) Tanto la función seno como la función coseno son útiles para definir el movimiento periódico de una partícula en el espacio o en el tiempo ya que ambas varían de igual modo y toman sus valores entre –1 y +1. La única diferencia entre ambas es que se encuentran desfasadas 90º.

El signo del interior del paréntesis indica el sentido de desplazamiento de la onda. Cuando el signo es positivo la onda se desplaza en el sentido negativo del eje de abscisas y cuando el signo es negativo, la onda se desplaza en el sentido positivo.

21 LA(S-04).- Un tren de ondas atraviesa un punto de observación. En este punto, el tiempo transcurrido entre dos crestas consecutivas es de 0,2 s. De las afirmaciones siguientes, escoja la que sea correcta y justifique la respuesta.

a) La longitud de onda es de 5 m.

b) La frecuencia es de 5 Hz.

c) El período es de 0,4 s.

d) Ninguna de las afirmaciones anteriores es correcta.

Solución

El tiempo que tardan en pasar 2 crestas consecutivas es lo que conocemos como periodo. T = 0,2 s.

Los únicos apartados que están relacionados con el periodo son el b) y el c) luego el a) no puede ser válido.

Como el c) indica directamente que el periodo es 0,4 s es falso.

El apartado b) hace referencia a la frecuencia, que es la magnitud inversa del periodo. Calculamos su valor:

f = 
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El apartado b) es el correcto.

22 L(S-09).- Una onda armónica transversal de amplitud 8 cm y longitud de onda 140 cm se propaga en una cuerda tensa, orientada en el sentido positivo del eje X, con una velocidad de 70 cm/s. El punto de la cuerda de coordenada x = 0 (origen de la perturbación) oscila en la dirección del eje Y y tiene en el instante t = 0 una elongación de 4 cm y una velocidad de oscilación positiva. Determine:

a) Los valores de la frecuencia angular y del número de onda.

b) La expresión matemática de la onda.
c) La expresión matemática del movimiento del punto de la cuerda situado a 70 cm del origen.

d) La diferencia de fase de oscilación, en el mismo instante, entre dos puntos de la cuerda que distan entre si 35 cm.

Sol.: a) ( = ( rad/s; k = 
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Solución

a) El número de onda k, viene dado por:

k = 
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La frecuencia angular está relacionada con la velocidad de propagación y el número de onda en la forma

( = v·k = 70·
[image: image134.wmf]70
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b) La expresión matemática de una onda que se propaga en el sentido positivo del eje X es

y = A cos ((t ( kx + ()

en este caso

y = 8 cos ((t ( 
[image: image135.wmf]70
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la condición inicial permite calcular (: En x = 0; t = 0   (   y = 4 cm

4 = 8 cos (   (   cos ( = 
[image: image136.wmf]2

1

   (   ( = 
[image: image137.wmf]3

p

 rad

la expresión matemática del movimiento sería

y = 8 cos ((t ( 
[image: image138.wmf]70

p

x + 
[image: image139.wmf]3

p

)

c) Un punto de la cuerda situado en x = 70 cm tendrá de ecuación

y = 8 cos ((t ( 
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y = 8 cos ((t (
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d) La diferencia de fase, en el mismo instante, entre dos puntos x1 y x2 será

( = ((t ( 
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23 .- Un punto material oscila en torno al origen de coordenadas en la dirección del eje Y, según la expresión:

y = 2 sen
[image: image152.wmf]÷
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originando una onda armónica transversal que se propaga en el sentido positivo del eje X. Sabiendo que dos puntos materiales de dicho eje que oscilan con un desfase de ( radianes están separados una distancia mínima de 20 cm, determine:

a) La amplitud y la frecuencia de la onda armónica.

b) La longitud de onda y la velocidad de propagación de la onda.

c) La expresión matemática que representa la onda armónica.

d) La expresión de la velocidad de oscilación en función del tiempo para el punto material del eje X de coordenada x = 80 cm, y el valor de dicha velocidad en el instante t = 20 s.

Sol.: a) A = 2 cm; ( = 
[image: image153.wmf]4
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 rad/s; b) ( = 40 cm; v = 5 cm/s; c) y(x,t) = 2 sen
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Solución

a) La amplitud y la frecuencia de la onda armónica son las mismas que las del movimiento oscilatorio que la genera en el foco emisor.

A = 2 cm y ( = 
[image: image155.wmf]4
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b) Para calcular la longitud de onda tendremos en cuenta que la diferencia de fase entre dos puntos, x1 y x2, que distan (x = 20 cm es de ( rad.

((t ( kx1) ( ((t ( kx2) = (   (   k·(x = (   (   k = 
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La velocidad de propagación es

v = 
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c) La ecuación general de una onda que se propaga en el sentido positivo del eje X es

y(x,t) = A sen ((t ( kx + ()

en este caso

y(x,t) = 2 sen
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d) La velocidad de oscilación de cualquier punto se obtiene derivando, respecto del tiempo la ecuación anterior

v = 2
[image: image162.wmf]4

p

cos 
[image: image163.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

2

20

4

p

p

p

x

t

 = 
[image: image164.wmf]2

p

cos
[image: image165.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

2

20

4

p

p

p

x

t


en particular para el punto x = 80 cm

v(80,t) = 
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en el instante t = 20 s

v(80,20) = 
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24 LE(J-10).- a) Escriba la expresión matemática de una onda armónica transversal unidimensional, y = y(x,t), que se propaga en el sentido positivo del eje X.

b) Defina los conceptos de las siguientes magnitudes: amplitud, periodo, longitud de onda y fase inicial.
Solución
a) Una onda transversal unidimensional que se propaga en el sentido positivo del eje X viene descrita de forma general por la ecuación

y(x,t) = A sin ((t ( kx + ()

donde:

y ( es la elongación de cada una de las partículas del medio que oscila alrededor del punto (x,0).

t ( es el tiempo

A (es la amplitud del movimiento

( ( es la pulsación o frecuencia angular

k ( es el número de onda

( ( fase inicial

b) Amplitud, A, es la distancia máxima que alcanza una partícula cualquiera del medio en su oscilación alrededor del punto (x,0). Se mide en UI en metros (m)

Periodo, T, es el tiempo que tarda una partícula del medio en repetir el movimiento. Se mide en UI en segundos (s)

Longitud de onda, (, es la distancia entre dos puntos consecutivos del medio que en un instante determinado, t, tienen el mismo valor de y(x,t). Se mide en UI en metros (m)

Fase inicial, ( es un valor que debe concretarse en cada caso, en función de la posición de la partícula al iniciar a contar tiempos. Se mide en UI en radianes (rad)

25 LE(J-10).- Una onda transversal, de periodo T = 2 s, se propaga con una velocidad de 60 cm/s en una cuerda tensa orientada según el eje X, y en sentido positivo.

Sabiendo que el punto de la cuerda de abscisa x = 30 cm, oscila en la dirección del eje Y, de forma que en el instante t = 1 s la elongación es nula y la velocidad con la que oscila negativa y en el instante t = 1,5 s su elongación es (5 cm. Y su velocidad de oscilación nula, determine:

a) La frecuencia y la longitud de onda.

b) La fase inicial y la amplitud de la onda armónica.

c) La expresión matemática de la onda.

d) La diferencia de fase de oscilación de dos puntos de la cuerda separados un cuarto de longitud de onda.

Sol.: a) f = 0,5 s(1; ( = 120 cm; b) A = 5 cm; ( = 
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Solución
a) La frecuencia es la inversa del periodo

f =
[image: image178.wmf]T

1

   (   f =
[image: image179.wmf]2
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s(1 = 0,5 s(1
la velocidad de propagación de la onda, v, se puede expresar en función de la longitud de onda, (, como

v =
[image: image180.wmf]T
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   (   ( = v·T = 60·2 = 120 cm

b) La ecuación general de una onda armónica transversal que se propaga en el sentido positivo del eje X es

y(x,t) = A sin ((t ( kx + ()

donde:
A es la amplitud

( es la pulsación relacionada con el periodo; ( =
[image: image181.wmf]T
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k es el número de onda relacionado con la longitud de onda; k =
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( es la fase inicial

La expresión de la onda sería:

y(x,t) = A sin ((t ( 
[image: image186.wmf]60
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Conocemos dos situaciones de las partículas de la cuerda, con la primera podemos determinar el valor de la fase inicial:

x = 30 cm; t = 1 s; y = 0   (   0 = A sin (( ( 
[image: image187.wmf]60
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En la primera vuelta el seno es cero cuando el ángulo es 0 rad o ( rad

si 
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además sabemos que en este caso v < 0

v(x,t) =
[image: image193.wmf]dt

d

y(x,t) = A( cos ((t ( 
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para que la velocidad sea negativa ( = 
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v(30 , 1) = A( v(30 , 1) = A( cos (
[image: image197.wmf]2
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Con la segunda condición determinamos el valor de la amplitud, que por otra parte, se puede afirmar de inmediato que vale A = 5 cm, ya que la velocidad es cero justo en los extremos de la oscilación.

x = 30 cm; t = 1,5 s; y = (5 cm; v = 0   (   (5 = A sin (1,5( ( 
[image: image199.wmf]60
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A = 5 cm

c) La expresión definitiva de la onda armónica será

y(x,t) = A sin ((t ( 
[image: image201.wmf]60
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d) La fase de la onda es: ((t ( 
[image: image203.wmf]60
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). La diferencia de fase, (, entre dos puntos del medio x1 y x2, sería

( = ((t ( 
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si la distancia entre los puntos es (x = 
[image: image210.wmf]4

l

 = 30 cm

( = 
[image: image211.wmf]60

p

30 = 
[image: image212.wmf]2

p

 rad

26 [image: image1.wmf]4
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LE(S-10).- Una onda armónica transversal de longitud de onda ( = 1 m se desplaza en el sentido positivo del eje X. En la gráfica se muestra la elongación (y) del punto de coordenada x = 0 en función del tiempo. Determine:

a) La velocidad de propagación de la onda.

b) La expresión matemática que describe esta onda.

Sol.: a) v = 
[image: image213.wmf]3
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m/s; b) y(x,t) = 0,8 sin 
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Solución
a) La velocidad de propagación se puede escribir en función de la longitud de onda, ( y el periodo, T del movimiento:

v = 
[image: image215.wmf]T

l


El periodo se puede leer sobre la gráfica, T = 3 s.

por tanto

v = 
[image: image216.wmf]3
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 m/s
b) La ecuación general de una onda que se propaga en el sentido positivo del eje X se puede escribir como

y(x,t) = A sin 2(
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donde A es la amplitud que en la gráfica se puede leer que A = 0,8 m; T es el periodo y ( la longitud de onda, por tanto

y(x,t) = 0,8 sin 2(
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   (   y(x,t) = 0,8 sin 
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( es la fase inicial que se obtiene de la condición inicial que se muestra en la gráfica, t = 0, x = 0, y = 0

y(0,0) = 0,8 sin 
[image: image220.wmf](
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en definitiva

y(x,t) = 0,8 sin 
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27 .- Un punto material oscila en torno al origen de coordenadas en la dirección del eje Y, según la expresión:

y = 5 sen
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originando una onda armónica transversal que se propaga en el sentido positivo del eje X. Sabiendo que dos puntos materiales de dicho eje que oscilan con un desfase de ( radianes están separados una distancia mínima de 30 cm, determine:

a) La amplitud y la frecuencia de la onda armónica.

b) La longitud de onda y la velocidad de propagación de la onda.

c) La expresión matemática que representa la onda armónica.

d) La expresión de la velocidad de oscilación en función del tiempo para el punto material del eje X de coordenada x = 90 cm, y el valor de dicha velocidad en el instante t = 20 s.

Sol.: a) A = 5 cm; f = 
[image: image223.wmf]6

1

 Hz; b) ( = 60 cm; v = 10 cm/s; c) y(x,t) = 5 sen
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Solución 
a) La amplitud y la frecuencia de la onda armónica son las mismas que las del movimiento oscilatorio que la genera en el foco emisor.

A = 5 cm y ( = 
[image: image227.wmf]3
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[image: image228.wmf]p

w

2

= 
[image: image229.wmf]6

1

 Hz

b) Para calcular la longitud de onda tendremos en cuenta que la diferencia de fase entre dos puntos, x1 y x2, que distan (x = 30 cm es de ( rad.

((t ( kx1) ( ((t ( kx2) = (   (   k·(x = (   (   k = 
[image: image230.wmf]30
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La velocidad de propagación es

v = 
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c) La ecuación general de una onda que se propaga en el sentido positivo del eje X es

y(x,t) = A sen ((t ( kx + ()

en este caso

y(x,t) = 5 sen
[image: image235.wmf]÷
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d) La velocidad de oscilación de cualquier punto se obtiene derivando, respecto del tiempo la ecuación anterior

v = 5
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en particular para el punto x = 90 cm

v(90,t) = 
[image: image240.wmf]3
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en el instante t = 20 s

v(90,20) = 
[image: image244.wmf]3

5

p

cos
[image: image245.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

4

11

20

3

p

p

 = 
[image: image246.wmf]3

5

p

cos
[image: image247.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

12

47

p

 = 5,06 cm/s

28 LE(J-11).- Una onda transversal de amplitud A = 5 cm que se propaga por un medio material tarda 2 s en recorrer una distancia de 50 cm, y sus puntos más próximos de igual fase distan entre si 25 cm.

Determine:

a) La expresión matemática de la función de onda si en el instante t = 0 la elongación en el origen, x = 0, es nula.

b) La aceleración de un punto de la onda situado en x = 25 cm, en el instante t = 1 s.

Sol.: a) y(x,t) = 5 sin (2( t ( 0,08( x); b) a(25 , 1) = 0 cm/s2
Solución 
La función de onda de una onda que se propaga en el sentido positivo del eje X, corresponde a una ecuación del tipo

y(x,t) = A sin ((t ( kx +()

donde: A es la amplitud del movimiento, en nuestro caso, A = 5 cm, ( es la pulsación del movimiento, k es el número de onda y ( es la fase inicial.

a) Como la perturbación tarda 2 s en recorrer 50 cm, la velocidad de propagación del movimiento será

v =
[image: image248.wmf]2
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= 25 m/s

Por otro lado, la distancia entre dos puntos próximos de igual fase, es decir, la longitud de onda, es, ( = 25 cm. Por tanto el número de onda será

k = 
[image: image249.wmf]l
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La pulsación del movimiento está relacionada con las magnitudes anteriores en la forma

v = 
[image: image251.wmf]k

w

   (   ( = v·k   (   ( = 25·0,08( = 2( rad s(1
En definitiva podemos escribir la función de onda como

y(x,t) = 5 sin (2( t ( 0,08( x + ()

La fase inicial se obtiene de la condición dada en el enunciado: y(0,0) = 0

y(0,0) = 0 = 5 sin (   (   sin ( = 0   (   ( = 0 rad

Por tanto, la función de onda es

y(x,t) = 5 sin (2( t ( 0,08( x)

b) La aceleración de cualquier punto del medio es

a(x,t) = ((2y(x,t)

En x = 25 cm y t = 1 s, sería

a(25 , 1) = ((2()2y(25 ,1)   (   a(25 , 1) = ((2()2 5 sin (2( ( 0,08( 25)

a(25 , 1) = 0 cm/s2
29 LE(S-11).- Una onda armónica que se propaga en el sentido positivo del eje X tiene una amplitud de 2 cm, una longitud de onda de 4 cm y una frecuencia de 8 Hz. Determine:

a) La velocidad de propagación de la onda.

b) La fase inicial sabiendo que para x = 0 y t = 0 la elongación es y = +1 cm y la velocidad positiva.

c) La expresión matemática de la onda, como una función de x y t.

d) La distancia mínima de separación entre dos puntos que tienen un desfase de (/3 radianes.

Solución
a) La velocidad de propagación se puede escribir como
v = (·f   (   v = 4×8 = 32 cm./s
b) La ecuación de la onda es del tipo

y(x,t) = A sin ((t ( kx + ()

Imponiendo las condiciones iniciales en esta ecuación y(0,0) = +1, y teniendo en cuenta que la amplitud es A = 2 cm.

y(0,0) = +1 = 2 sin (0·t ( 0·x + ()   (   1 = 2 sin (
sin ( = 
[image: image252.wmf]2
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   (   ( = sin(1
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la velocidad será

v(x,t) = A( cos ((t ( kx + ()

en las condiciones iniciales indicadas
v(0,0) = A( cos (()

para que sea positiva el valor de ( tiene que ser

( = 
[image: image256.wmf]6
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c) La ecuación general de la onda es

y(x,t) = A sin ((t ( kx + ()

A = 2 cm.

( = 2(·f = 2(·8 = 16( rad/s

k = 
[image: image257.wmf]l
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por tanto

y(x,t) = 2 sin (16(·t ( 
[image: image261.wmf]2
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d) La diferencia de fase entre dos puntos situados en x1 y x2 será
(16(·t ( 
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30 .- Una onda sinusoidal con una amplitud de 1,5 m y una frecuencia de 100 Hz viaja a una velocidad de propagación v = 200 m/s en la dirección positiva del eje X y oscila en la dirección del eje Y. En el instante t = 0 la elongación es máxima y positiva en el punto x = +3 m.

a) Calcule la longitud de onda (, y el número de onda k, de la onda.

b) Determine la expresión matemática que representa la onda.

Sol.: a) ( = 2 m; k = ( rad/m; b) y(x,t) = 1,5 sin (200( t ( ( x ( 
[image: image273.wmf]2

p
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Solución
a) La velocidad de propagación de una onda está relacionada con la longitud de onda, (, y la frecuencia, f.

v = (·f     (     ( =
[image: image274.wmf]f
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[image: image275.wmf]100
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= 2 m

El número de onda será

k =
[image: image276.wmf]l
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b) La ecuación general de una onda sinusoidal que viaja en la dirección positiva del eje X es

y(x,t) = A sin ((t ( kx + ()

Amplitud: A = 1,5 m.

Pulsación: ( = 2(·f = 2(×100 = 200( rad/s

Número de onda: k = ( rad/m

Fase inicial: (, debemos calcularla imponiendo las condiciones indicadas a la ecuación general
t = 0 s ; x = 3 m ; y(3,0) = 1,5 m
y(3,0) = 1,5 sin (200(×0 ( (×3 + ()     (     1,5 = 1,5 sin (3( + ()
1 = sin (3( + ()     (     3( + ( =
[image: image278.wmf]2
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     (     ( = (
[image: image279.wmf]2
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La ecuación de la onda es en definitiva
y(x,t) = 1,5 sin (200( t ( ( x ( 
[image: image281.wmf]2
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31 LE(J-12).- En una cuerda se genera una onda armónica transversal de 20 cm de amplitud, velocidad de propagación 5 m s−1 y frecuencia 30 Hz. La onda se desplaza en el sentido positivo del eje X, siendo en el instante inicial la elongación nula en la posición x = 0.

a) Escriba la expresión matemática que describe dicha onda si en t = 0 y x = 0 la velocidad de oscilación es positiva.

b) Calcule la velocidad y aceleración máximas de un punto de la cuerda.

Sol.: a) y = 0,20 sin (60( t − 12( x); b) vmax = 37,7 m/s; amax = 7106 m/s2
Solución
a) La expresión matemática de una onda armónica que se desplaza en el sentido positivo del eje X es del tipo

y = A sin (( t − k x + ()

Conocemos el valor de la amplitud, A = 0,20 m

La pulsación:

( = 2( f = 2( 30 = 60( rad/s

El número de onda lo podemos obtener de la velocidad de propagación

v =
[image: image282.wmf]k

w

     (     k = 
[image: image283.wmf]v
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     (     k = 
[image: image284.wmf]5
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La fase inicial ( se obtiene de las condiciones iniciales: t = y x = 0; y = 0 con v > 0

0 = A sin (     (     sin ( = 0     (     ( = n(   (n = 0, 1, 2, …)

La velocidad de oscilación será la derivada, respecto del tiempo de la elongación

v = 
[image: image285.wmf]y

dt

d

= A( cos (( t − kx + ()

Aplicamos las condiciones iniciales a esta expresión

A( cos ( > 0     (     cos ( > 0

El coseno es positivo para ángulos del primer y cuarto cuadrantes. La primera vez que sucede esto es cuando n = 0     (     ( = 0 rad

La ecuación que describe el movimiento ondulatorio es

y = 0,20 sin (60( t − 12( x)

b) La velocidad de oscilación de un punto de la cuerda será

v = 
[image: image286.wmf]y

dt

d

= 0,20×60( cos (60( t − 12( x)

Su valor máximo, en valor absoluto, será cuando cos (60( t − 12( x) = ± 1

vmax = 0,20×60( = 37,7 m/s

La aceleración de oscilación de un punto de la cuerda será

a = 
[image: image287.wmf]v

dt

d

= −0,20×(60()2 sin (60( t − 12( x)

Su valor máximo, en valor absoluto, será cuando sin (60( t − 12( x) = ± 1

amax = 0,20×(60()2 = 7106 m/s2
32 LE(S-12).- Una onda armónica transversal de frecuencia angular 4( rad s−1 se propaga a lo largo de una cuerda con una velocidad de 40 cm s−1, en la dirección positiva del eje X. En el instante inicial t = 0, en el extremo de la cuerda x = 0, su elongación es de +2,3 cm y su velocidad es de 27 cm s−1. Determine:

a) La expresión matemática que representa la onda.

b) El primer instante en el que la elongación es máxima en x = 0.
Solución
a) En general la expresión matemática de un movimiento ondulatorio es

y(x,t) = A sin ((t ( kx + ()

En nuestro caso la frecuencia angular ( es:

( = 4( rad/s

El número de onda, k, se obtiene de la velocidad de propagación:

v = 
[image: image288.wmf]k
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[image: image289.wmf]v
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[image: image290.wmf]40

4

p

 = 0,1( rad/cm

La condición inicial, t = 0, x = 0, y(0,0) = 2,3 cm

2,3 = A sin (4(×0 ( 0,1×0 + ()     (     2,3 = A sin (
La velocidad será

v = A( cos ((t ( kx +()     (     27 = 4( A cos (
De este sistema podemos obtener la amplitud, A y la fase inicial (
2,3 = A sin (

[image: image291.wmf]p
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= 9,91 cm2     (     A = 3,15 cm

tan ( = 
[image: image293.wmf]27
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= 1,07     (     ( = 0,82 rad

En definitiva la expresión matemática de la onda es

y(x,t) = 3,15 sin (4( t ( 0,1( x + 0,82)

b) El instante en que x = 0, y = 3,15 cm, es:

3,15 = 3,15 sin (4( t + 0,82)     (     sin (4( t + 0,82) = 1

4( t + 0,82 = 
[image: image294.wmf]2
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33 .- La función matemática que representa una onda transversal que avanza por una cuerda es

y(x,t) = 0,3 sin (100 ( t ( 0,4 ( x + (0)

donde todas las magnitudes están expresadas en unidades del SI. Calcule:

a) La separación entre dos puntos cuya diferencia de fase, en un determinado instante, es de π/5 radianes.

b) La diferencia de fase entre dos vibraciones de un mismo punto del espacio separadas por un intervalo de tiempo de 5 ms.

Solución
a) La diferencia de fase entre dos puntos en un mismo instante es:

(100 ( t ( 0,4 ( x1 + (0) ( (100 ( t ( 0,4 ( x2 + (0) = 0,4 ( (x

[image: image295.wmf]5

p

 = 0,4 ( (x     (     (x = 0,5 m

b) La diferencia de fase entre dos instantes en un mismo punto es:

(100 ( t2 ( 0,4 ( x + (0) ( (100 ( t1 ( 0,4 ( x + (0) = 100 ( (t

( = 100( 5×10(3 = (/2 rad
34 LE(J-13).- Una onda transversal, que se propaga en el sentido positivo del eje X, tiene una velocidad de propagación de 600 m s-1 y una frecuencia de 500 Hz. Determine:

a) La mínima separación entre dos puntos del eje X que tengan un desfase de 60º, en el mismo instante.

b) El desfase entre dos elongaciones, en la misma coordenada x, separadas por un intervalo de tiempo de dos milésimas de segundo.

Solución
En general la fase de una onda que se propaga en el sentido positivo del eje X, viene expresada por:

( t ( k x + (
donde ( es la frecuencia angular del movimiento, k es el número de onda y ( la fase inicial del movimiento.

a) La diferencia de fases en un mismo instante t, entre dos puntos diferentes que están oscilando, x1 y x2, viene dada por

( = (( t ( k x1 + () ( (( t ( k x2 + () = k (x
La velocidad de propagación del movimiento, v, permite obtener el valor de la longitud de onda, (.

v = ( f      (     ( = 
[image: image296.wmf]f
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 = 
[image: image297.wmf]500
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 = 1,2 m

El número de onda, k, correspondiente a esta longitud de onda será:

k = 
[image: image298.wmf]l
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La mínima separación entre dos puntos del eje X, (x, que tengan un desfase de ( = (/3 rad, en el mismo instante será:
(x = 
[image: image301.wmf]k
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[image: image302.wmf]3
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Este resultado, la sexta parte de la longitud de onda, es congruente con el hecho de que el desfasaje es también la sexta parte de 2( rad.
b) La diferencia de fases en dos instantes diferentes t1 y t2, para un mismo punto, x, que está oscilando viene dada por

( = (( t1 ( k x + () ( (( t2 ( k x + () = ( (t
La frecuencia angular del movimiento es
( = 2( f = 2((500 = 103 ( rad/s

El desfase entre dos elongaciones, en la misma coordenada x, separadas por un intervalo de tiempo de dos milésimas de segundo será
( = ( (t = 103 ((2(10(3 = 2( rad
El punto se encuentra en el mismo sitio en el instante t1 y en el instante t2, congruente con el hecho de que el intervalo de tiempo es justo el periodo temporal del movimiento, T = 2(10(3 s.
35 .- Una onda transversal se propaga por un medio elástico con una velocidad v, una amplitud Ao y oscila con una frecuencia fo. Conteste razonadamente a las siguientes cuestiones:

a) Determine en qué proporción cambiarían la longitud de onda, la velocidad de propagación, el periodo y la amplitud, si se actúa sobre el foco emisor de ondas reduciendo a la mitad la frecuencia de oscilación.

b) Sin alterar su frecuencia fo, se modifica la amplitud de la onda haciendo que aumente al doble. ¿En qué proporción cambiarían la velocidad de la onda, la velocidad máxima de las partículas del medio y la longitud de onda?

Solución
a) La velocidad de propagación no cambia ya que solo depende de las propiedades del medio de propagación.

La amplitud no depende de la frecuencia, por tanto no cambiará

La longitud de onda, si se reduce a la mitad la frecuencia de oscilación

v = (0 f0     (     (0 = 
[image: image304.wmf]0
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Al cambiar la frecuencia debe cambiar la longitud de onda de forma que la velocidad de propagación se mantenga constante.
v = ( f     (     ( = 
[image: image305.wmf]f
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 = 
[image: image306.wmf]2
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La longitud de onda aumentara al doble.
El periodo, si se reduce a la mitad la frecuencia de oscilación.
T0 = 
[image: image308.wmf]0
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El nuevo periodo será
T = 
[image: image309.wmf]f
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El periodo aumentará al doble
b) La velocidad de propagación no cambia ya que solo depende de las propiedades del medio de propagación.

La longitud de onda no depende de la amplitud por tanto no varia.

La velocidad de oscilación de las partículas del medio si depende de la amplitud

y(x,t) = A0 sin ((0 t ( k0 x + ()     (     v(x,t) = A0 (0 cos ((0 t ( k0 x + ()
La velocidad máxima de oscilación será

vmax = A0 (0
Si se duplica la amplitud

v’max(x,t) = A (0 = 2 A0 (0 = 2 vmax(x,t)

La velocidad máxima de oscilación de los puntos del medio se duplica.

36 *LE(J-14).- Una onda armónica transversal se propaga por un medio elástico a lo largo del eje X (sentido positivo) produciendo un desplazamiento en las partículas del medio a lo largo del eje Y. La velocidad de propagación de la onda es de 30 m s-1 siendo su longitud de onda igual a 3 m. En el instante t = 0 s el desplazamiento inducido por la onda en el origen de coordenadas es nulo, siendo la velocidad de vibración positiva. Si el desplazamiento máximo inducido por la onda es igual a 0,2 cm:

a) Escriba la expresión matemática que describe la onda.

b) Determine la máxima velocidad y aceleración de una partícula del medio.

Solución
v = 30 m/s; ( = 3 m; A = 0,2 cm = 2×10–3 m
Condiciones iniciales: t = 0 s; x = 0 m; y = 0 m
a) La ecuación de un movimiento ondulatorio que se propaga en el sentido positivo del eje X es:
y(x,t) = A sin (( t ( k x + ()
k = 
[image: image312.wmf]l
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[image: image314.wmf]k
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Aplicamos las condiciones iniciales
y(0,0) = A sin (() = 0     (     sin (() = 0     (     ( = 0 rad
La ecuación será
y(x,t) = 2×10–3 sin (20( t ( 
[image: image316.wmf]3
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b) La velocidad máxima de vibración será
vmax = ( A = 20( 2×10–3 = 0,13 m/s
La aceleración máxima será

amax = A (2 = 2×10–3(20()2 = 7,9 m/s2
37 LE(S-14).- Una onda armónica transversal viaja por una cuerda con una velocidad de propagación v = 12 cm s–1, una amplitud A = 1 cm y una longitud de onda ( = 6 cm. La onda viaja en el sentido negativo de las X y en t = 0 s, el punto de la cuerda de abscisa x = 0 m, tiene una elongación y = –1 cm. Determine:

a) La frecuencia y el número de onda.

b) La elongación y la velocidad de oscilación del punto de la cuerda en x = 0,24 m y t = 0,15 s.

Solución
a) La frecuencia de la onda la podemos obtener de la velocidad de propagación:

v = ( f     (     f = 
[image: image317.wmf]l
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[image: image318.wmf]6
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El número de onda se obtiene directamente  de su definición:

k = 
[image: image319.wmf]l
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b) La ecuación general de un movimiento ondulatorio que se propaga en el sentido negativo del eje X, es:

y(x,t) = A sin ((t + kx +()

En este caso particular como:

( = k v = 
[image: image322.wmf]3

p

 12 = 4( rad/s

La ecuación queda

y(x,t) = sin (4( t + 
[image: image323.wmf]3

p

 x + ()

Para conocer la fase inicial (, basta imponer a la ecuación las condiciones iniciales: t = 0 s; x = 0 cm; y = –1 cm.

–1 = sin (     (     ( = –
[image: image324.wmf]2
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 rad

En definitiva:

y(x,t) = sin (4( t + 
[image: image325.wmf]3
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La elongación en el punto de la cuerda x = 0,24 cm y t = 0,15 s será:
y(0,24 ,0,15) = sin (4( 0,15 + 
[image: image327.wmf]3
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[image: image328.wmf]2
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La velocidad de oscilación en ese punto es
v(0,24 , t) = 4( cos (4( t + 
[image: image329.wmf]3
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[image: image330.wmf]2
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En ese instante
v(0,24 , 0,15) = 4( cos (4( 0,15 + 
[image: image331.wmf]3
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38 .- Una onda transversal que se propaga en una cuerda, coincidente con el eje X, tiene por expresión matemática: y =(x,t) = 2 sin (7t – 4x), donde x e y están expresadas en metros y t en segundos. Determine:

a) La velocidad de propagación de la onda y la velocidad máxima de vibración de cualquier punto de la cuerda.

b) El tiempo que tarda la onda en recorrer una distancia igual a la longitud de onda.

Solución
A la vista de la ecuación de ondas dada, conocemos: A = 2 m; ( = 7 rad/s; k = 4 rad/m.

a) La velocidad de propagación es
v = 
[image: image333.wmf]k

w

     (     v = 
[image: image334.wmf]4
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 m/s
La velocidad máxima de vibración de cualquier punto de la cuerda es
vmax = A (     (     vmax = 2×7 = 14 m/s

b) El tiempo que tarda la perturbación en recorrer un periodo espacial, (, es un periodo temporal T.

T = 
[image: image335.wmf]w
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39 *LE(J-15).- Una onda armónica transversal se propaga en el sentido de las x positivas. A partir de la información contenida en las figuras y justificando su respuesta:

a) Determine el periodo, la frecuencia, el número de onda y la longitud de onda.

b) Escriba la expresión de la función de onda.
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Solución
a) De la figura izquierda obtenemos el periodo espacial, ( = 10 cm. De la figura de la derecha el periodo temporal, T = 2 s

La frecuencia será

( = 
[image: image337.wmf]T
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El número de onda será

k = 
[image: image339.wmf]l
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b) La ecuación de un movimiento ondulatorio que se propaga en el sentido positivo del eje X es:

y(x,t) = A sin (( t ( k x + ()
La amplitud del movimiento se puede leer en cualquiera de las dos gráficas, A = 5 cm

y(x,t) = 5 sin (( t ( 
[image: image342.wmf]5

p

 x + ()
La condición inicial es: t = 0 s; x = 0 cm; y = 0 cm

y(0,0) = 0 = 5 sin (()     (     sin (() = 0     (     ( = 0 rad o ( rad
Para discernir cual de las dos posibilidades es la que corresponde a los gráficos que nos han proporcionado, vemos que cuando x = 0 cm en t = 0,5 s, la elongación es negativa.

y(0,0,5) = 5 sin (( 0,5 + ()
Si ( = 0 rad     (     y(0,0,5) = 5 cm

Si ( = ( rad     (     y(0,0,5) = − 5 cm

Por tanto ( = ( rad y la ecuación definitiva es
y(x,t) = 5 sin (( t ( 
[image: image343.wmf]5
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40 .- Una onda  armónica transversal de 2 mm de amplitud y 250 Hz de frecuencia, se propaga con una velocidad de 250 m s-1 en el sentido positivo del eje X.

a) Determine el período, la longitud de onda, número de onda y la frecuencia angular de la onda.

b) Si en el instante inicial la elongación de un punto de abscisa x= 3 m es y= −2 mm, determine, en el mismo instante, el valor de la elongación de un punto de abscisa x = 2,75 m.

Solución
a) El periodo es:

T = 
[image: image344.wmf]f
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 = 
[image: image345.wmf]250
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 = 4×10−3 s

La longitud de onda:

( = 
[image: image346.wmf]f
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 = 
[image: image347.wmf]250
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El número de onda:

k = 
[image: image348.wmf]l
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La frecuencia angular:

( = 2( f = 500( rad/s
b) La ecuación general de la onda es:

y(x,t) = A sin ((t – kx + ()

Imponemos las condiciones de vibración en x = 3 m

y(3,0) = −2×10−3 = 2×10−3 sin (( 0 – 2( 3 + ()

−2×10−3 = 2×10−3 sin (– 6( + ()     (     −6( + ( = −
[image: image349.wmf]2
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La ecuación de ondas queda:
y(x,t) = 2×10−3 sin (500( t – 2(x −
[image: image352.wmf]2

p

)

La elongación en x = 2,75 m y t = 0 s
y(2,75 , 0) = 2×10−3 sin (– 2( 2,75 −
[image: image353.wmf]2

p

) = 0 m

41 LE(J-16).- Una onda transversal se propaga a lo largo de una cuerda tensa. En un cierto instante se observa que la distancia entre dos máximos consecutivos es de 1 m. Además, se comprueba que un punto de la cuerda pasa de una elongación máxima a nula en 0,125 s y que la velocidad máxima de un punto de la cuerda es de 0,24( m s−1. Si la onda se desplaza en el sentido positivo del eje X, y en t = 0 la velocidad del punto x = 0 es máxima y positiva, determine:

a) La función de onda.

b) La velocidad de propagación de la onda y la aceleración transversal máxima de cualquier punto de la cuerda.

Solución
a) La ecuación general de la onda es:

y(x,t) = A sin ((t – kx + ()

La longitud de onda será: ( = 1 m, por tanto k = 
[image: image354.wmf]l
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Para que un punto de la cuerda pase de una elongación máxima a otra nula, debe transcurrir un tiempo igual a la cuarta parte del periodo, es decir: T = 4×0,125 = 0, 5 s, por tanto ( = 
[image: image355.wmf]T
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La velocidad máxima tendrá la expresión: vmax = Aω, por tanto:
0,24( = A 4(     (     A = 0,06 m

La condición inicial indica que cuando t = 0 s, el punto x = 0 m tiene velocidad máxima y positiva, es decir, y = 0 m.
y(0 , 0) = 0 = A sin (0 – 0 + ()     (     sin ( = 0     (     ( = 0 rad, o bien, ( = ( rad

La velocidad es

v(x,t) = (A cos ((t – kx + ()
para que sea positiva en ese punto, v(0 , 0) = (A cos (, la solución correcta será ( = 0 rad.

La función de onda es:

y(x,t) = 0,06 sin (4(t – 2(x)

b) La velocidad de propagación de la onda será:
v = 
[image: image356.wmf]T
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La aceleración transversal máxima vale:
amax = A(2 = 0,06 (4()2 = 9,47 m/s2
42 LE(S-16).- Una onda armónica transversal se desplaza en el sentido positivo del eje X con una velocidad de 5 m s-1 y con una frecuencia angular de π/3 rad s-1. Si en el instante inicial la elongación en el origen de coordenadas es 3/π cm y la velocidad de oscilación es -1 cm s-1, determine:

a) La función de onda.

b) La velocidad de oscilación en el instante inicial a una distancia del origen igual a media longitud de onda.

Solución
a) La ecuación general de la onda es:

y(x,t) = A sin ((t – kx + ()

Con la velocidad de propagación obtenemos el número de onda
v = 
[image: image358.wmf]k
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Las condiciones iniciales son
t = 0 s; y(0,0) = 3/( cm; v = −1 cm/s

y(0,0) = 3/( = A sin (
La velocidad de vibración en el origen y en el instante inicial es
v(0,t) = A ( cos ((t + ()     (     v(0,0) = −1 = A ( cos (
Queda un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas, A y (
                                         
[image: image362.wmf]p
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 = A sin (
−1 = A 
[image: image363.wmf]3
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[image: image364.wmf]p
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 = A cos (
Si dividimos ambas ecuaciones
tg ( = −1     (     ( = −
[image: image365.wmf]4
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Elevando al cuadrado, las ecuaciones y sumando
A = 
[image: image366.wmf]p

2

3

 cm = 1,35 cm

La ecuación general es
y(x,t) = 1,35 sin (
[image: image367.wmf]3
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b) La velocidad de oscilación en un punto será
v(x,t) = 1,35
[image: image370.wmf]3
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La longitud de onda la obtenemos del valor de k
k = 
[image: image374.wmf]15
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La velocidad de oscilación en el instante inicial, t = 0 s, y a una distancia de la mitad de la longitud de onda, x = 15 m
v(15,0) = 1,35
[image: image377.wmf]3
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FENÓMENOS ONDULATORIOS

1 C.- Dos ondas transversales polarizadas con el mismo plano de polarización, se propagan en una cuerda en la misma dirección, tienen la misma frecuencia (100 Hz), longitud de onda (2 m) y amplitud (0,02 m), pero están desfasadas 60º. Calcular: (a) La velocidad de propagación de las ondas en esa cuerda ; (b) La amplitud de la onda resultante y su ecuación de onda ; (c) La velocidad máxima de un punto cualquiera de la cuerda.

Sol.: (a) v = 200 m/s ; (b) A = 0,0346 m ; y(x,t) = 0,04 cos 
[image: image380.wmf]6
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); (c) vmax= 21,77 m/s

Solución

La pulsación y el número de onda del movimiento es
( = 2(·f = 200( rad/s   ;   k = 
[image: image382.wmf]l
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=
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a) La velocidad de propagación se puede expresar como
v = (·f = 2·100 = 200 m/s

b) Las ondas que interfieren son

y1(x,t) = 0,02 sin (200(·t ( (·x)     ;     y1(x,t) = 0,02 sin (200(·t ( (·x + 
[image: image384.wmf]3
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La onda resultante es

y = y1 + y2 = 0,02 [sin (200(·t ( (·x) + sin (200(·t ( (·x + 
[image: image385.wmf]3

p

)]
Aplicando la relación trigonométrica de la suma de los senos

y(x,t) = 0,04 cos 
[image: image386.wmf]6

p

·sin (200(·t ( (·x + 
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La amplitud resultante es
A = 0,04 cos 
[image: image388.wmf]6

p

= 0,0346 m
c) La velocidad de un punto de la cuerda será

v = 
[image: image389.wmf]dt
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y(x.t) = 0,04·200( cos 
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el valor máximo será

vmax = 0,04·200( cos 
[image: image392.wmf]6

p

 = 21,77 m/s
2 C.- Una cuerda vibra según la ecuación y(x,t) = 5senπx/3 cos40πt en unidades SI. Calcular. (a) la amplitud y velocidad de las ondas cuya superposición da origen a esta; (b) la distancia entre dos valles consecutivos; (c) la velocidad de vibración de un punto situado a 1,5 m del origen en el instante t = 1/4 s.

Sol.: (a) A = 2,5 m ; v = 120 m/s ; (b) d = 3 m ; (c) v = 0 m/s

Solución
a) La amplitud de las ondas cuya superposición da origen a la onda estacionaria será la mitad del coeficiente ya que la onda estacionaria tiene como ecuación

y(x,t) = 2Asen kx cos (t

por tanto

A = 2,5 m

la velocidad de propagación se puede expresar como

v =
[image: image393.wmf]k
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b) La distancia entre dos valles consecutivos es

d =
[image: image395.wmf]2
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   (   ( = 6 m
por tanto
d = 3 m
c) la velocidad de vibración de un punto cualquiera es

v(x,t) = 
[image: image398.wmf]dt

d

y(x.t) = (40(·5 sen πx/3 sen 40πt

por tanto

v(1,5 , ¼) = (40(·5 sen π/2 sen 10π = 0 m/s
3 C.- Las ondas y1= 3sen(150t ( 25x) ; y2= 3sen(150t + 25x) en unidades SI, interfieren. Determinar (a) la ecuación de la onda estacionaria que resulta; (b) la amplitud de los valles; (c) la distancia entre dos nodos consecutivos.

Sol.: (a) y = 6cos 25x sen150t (m); (b) A = 6 m; (c) d = (/25 m 

Solución
a) La interferencia se resuelve como

y(x,t) = y1 + y2 = 3 [sen(150t ( 25x) + sen(150t + 25x)]

Aplicando la relación trigonométrica de la suma de los senos

y(x,t) = 6 cos 25x sen150t
b) La amplitaud de los valles es la máxima

A = 6 m

c) La distancia entre nodos consecutivos es la mitad de la longitud de onda

k = 25 =
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4 CA.- La ecuación de una onda estacionaria es (en unidades S.I.):

y = 0,08 cos
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Los límites del medio donde se ha generado esta onda son x = 0 y x = 18 m. Calcular: (a) Las posiciones de los nodos y los vientres. (b) La velocidad de la partícula del medio situada en el punto x = 2 en el instante t = 5 s.

Sol.: (a) nodos: n = 0 ; x = 6 m ; n = 1 ; x = 18 m; vientres: n= 0 ; x = 0 m ; n = 1 ; x = 12 m ; (b) v = 0 m/s

Solución
a) Los nodos son los puntos en los que la amplitud es cero
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[image: image404.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

x

12

p

= 0   (   
[image: image405.wmf]12

p

x = (2n + 1)
[image: image406.wmf]2

p
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n = 0   (   x = 6 m

n = 1   (   x = 18

Los vientres son los puntos de amplitud máxima
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n = 0   (   x = 0 m

n = 1   (   x = 12 m

b) La velocidad de las partículas del medio será
v(x,t) =
[image: image409.wmf]dt
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v(2 , 5) = (0,32( cos
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5 CA.- La ecuación de una onda es: y(x,t) = 0,4 sen ((3t (12x), medidas x e y en metros y t en segundos. Determine: (a) ¿Con qué onda debe interferir para producir una onda estacionaria? (b) ¿Cuál es la ecuación de la onda estacionaria resultante?

Sol.: (a) y'(x,t) = 0,4 sen ((3t+12x) ; (b) y(x,t) = 0,8 sen(12(x) cos(3(t)

Solución

[image: image460.wmf]l
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a) Cuando un tren de ondas se encuentra con una frontera la onda reflejada interfiere con el tren inicial dando lugar a una onda estacionaria. Las ondas que interfieren deben tienen la misma amplitud, longitud de onda y frecuencia pero deben viajar en la misma dirección y sentidos contrarios, estando desfasadas ( rad, por tanto la onda debe corresponder a la ecuación

y'(x,t) = 0,4 sen ((3t + 12x + () = (0,4 sen ((3t + 12x)
b) El resultado de la interferencia sería

Y(x,t) = y(x,t) + y’(x,t) = 0,4 [sen ((3t ( 12x) ( sen ((3t + 12x)]
Utilizando la relación trigonométrica de la diferencia entre dos senos
sen A ( sen B = 2 cos
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obtenemos
Y(x,t) = 0,8 sen (12kx) cos (3(t)
6 L(J-95).- ¿Cómo se originan las ondas estacionarias? ¿A qué se denomina en una onda estacionaria nodos y vientres?

Solución
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Cuando un tren de ondas se encuentra con una frontera la onda reflejada interfiere con el tren inicial dando lugar a una onda estacionaria. Las ondas que interfieren deben tienen la misma amplitud, longitud de onda y frecuencia pero deben viajar en la misma dirección y sentidos contrarios, estando desfasadas ( rad,

y1(x,t) = A sin ((t - kx)

y2(x,t) = A sin ((t + kx + () = (sin ((t + kx)
La producción de ondas estacionarias se consigue confinando un tren de ondas en una región del espacio con fronteras de modo que la onda se refleje en dicha frontera dando lugar a una interferencia entre la onda incidente y1, que describe la propagación de una perturbación desplazándose en el sentido positivo del eje X, y la reflejada y2, que describe la propagación en el sentido contrario, originándose al interferir las ondas estacionarias.
La ecuación correspondiente a la superposición de y1 e y2 se calcula como
y(x,t) = y1(x,t) + y2(x,t)

obteniéndose como resultado la función

y(x,t) = 2A sin kx cos (t

este resultado corresponde a un movimiento armónico simple que, cada punto x del espacio, ejecuta según la ecuación

y(t) = A cos (t

con una amplitud para cada punto x del espacio
A = 2A sin kx

Los puntos x del espacio, para los cuales esta amplitud A sea cero, se denominan nodos
A = 0  ( sin kx = 0  ( kx = n(  (n = 0, 1, 2, ...)
xn = n (/2  (n = 0, 1, 2, ...)

Los puntos x del espacio, para los cuales esta amplitud A sea máxima en valor absoluto, se denominan vientres

A = ±1  ( sin kx = ±1  ( kx = (2n+1)(/2  (n = 0, 1, 2, ...)
xn = (2n+1)(/4  (n = 0, 1, 2, ...)

7 L(S-95).- En una cuerda de 2,5 m de longitud, sujeta por sus extremos, se genera una onda estacionaria. La cuerda posee seis nodos contando con los dos extremos. En los vientres la amplitud es de 10 cm. Si la velocidad de propagación de las ondas en la cuerda es de 10 m/s, determinar: (a) La amplitud, la longitud de onda y el periodo de las ondas que al superponerse originan la onda estacionaria. (b) La ecuación de la onda estacionaria.

Sol.: (a) A= 5 cm; ( = 1 m; T= 0,1 s; (b) y= 10·sen 2(x·cos 20(t

Solución
Las ondas estacionarias se producen como un caso de interferencias entre dos movimientos ondulatorios idénticos propagándose en la misma dirección pero en sentidos contrarios resultando un movimiento armónico simple de amplitud variable

((x,t) = 2A sin kx cos (t

Se llaman nodos a los puntos en los que la amplitud es mínima, ((x,t) = 0. La separación entre dos nodos consecutivos es (x = (/2.

En la cuerda de longitud L = 2,5 m, sujeta en sus bordes de forma tal que ((0) = 0 ; ((L) = 0 sólo podrá vibrar en los siguientes modos y con las siguientes l.d.o.

L = n (n/2   (   (n = 2L/n

RESOLUCIÓN Y CÁLCULOS:
(a) La amplitud de las ondas que se superponen será

2A = 10  (  A = 5 cm

Si la cuerda posee seis nodos contando con los extremos, está vibrando en su quinto modo de vibración, de modo que la longitud de onda es

 (5 = 2L/5 = 1 m

n = 5
6 nodos
(5 = 
[image: image414.wmf]5

2

 L = 1 m
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Como se ve en el dibujo la longitud de la cuerda contiene 2,5 veces la longitud de onda

La velocidad de propagación de las ondas en la cuerda es

v = (/T  (  T = (/v = 1/10 = 0,1 s

(b) Para escribir la ecuación de la onda estacionaria tenemos en cuenta las relaciones

k = 2(/( = 2( m-1  y  ( = 2(/T = 20( s-1
((x,t) = 10 cos 2(x sen 20(t

8 L(J-96).- Enuncia el principio de Huygens y utiliza dicho principio para construir el frente de onda refractado en el fenómeno de la refracción de ondas planas. Deduce, asimismo, la ley fundamental de la refracción en este caso.

Solución
"Cada punto del frente de ondas, se considera como un nuevo foco emisor de ondas elementales, que se propagan en todas direcciones con la misma velocidad del movimiento ondulatorio. En cada instante el nuevo frente de ondas es la envolvente de dichas ondas elementales".

[image: image463.emf]Cuando una onda llega a la superficie de separación entre dos medios, una parte penetra en el segundo medio, cambiando el valor de la velocidad de propagación y su dirección.

Supongamos que en este caso la velocidad de propagación en el medio 1, es v1 y en el 2, v2 verificándose que

v1 > v2
Sea MN el frente de onda incidente, que consideramos plano, propagándose a velocidad v1 y M'N' el frente de ondas refractado, que se propaga a la velocidad v2.

Mientras el punto F llega al punto D, en el medio 1, recorriendo FD = v1·t, el punto C habrá recorrido, en el mismo tiempo y en el medio 2, la distancia CE = v2·t. Los puntos intermedios recorrerán parte del camino en el medio 1 y parte en el 2, de modo que el frente de ondas refractado se traza desde el punto D, tangente a las circunferencias cuyos radios, en cada punto de la superficie de separación, corresponden a las distancias recorridas por la perturbación, dentro del medio 2.

Ley fundamental de la refracción
La relación entre el seno del ángulo de incidencia y el seno del ángulo de refracción es igual al cociente de las velocidades de propagación en dichos medios.

De los triángulos rectángulos CDF y CDE se deduce

FD = CD·sen FCD

CE = CD·sen CDE

Los ángulos FCD = î y CDE = 
[image: image416.wmf]r
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v2·t = CD·sen r

dividiendo miembro a miembro
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9 LA(J-01).- Considera dos tubos de la misma longitud, L = 0,68 m, el primero con sus dos extremos abiertos a la atmósfera y el segundo con uno abierto y otro cerrado.

a) Calcula, para cada tubo, la menor frecuencia de excitación sonora para la que se formarán ondas estacionarias en su interior. Calcula la longitud de onda correspondiente en cada caso.

b) Representa la onda estacionaria que se forma dentro de cada tubo, indicando la posición de nodos y vientres.

La velocidad de propagación del sonido en el aire es v = 340 m/s.

Sol.: a) f = 250 Hz; f = 125 Hz

Solución

a) Las ondas sonoras estacionarias tienen mínimos en las zonas cerradas de las cavidades y máximos en sus extremos abiertos. Un tubo con los dos extremos abiertos tiene por tanto un máximo en cada extremo, pudiendo tener tan sólo media onda estacionaria. Por tanto la longitud de onda será:

( = 2 L = 2 · 0,68 = 1,36 m.

Su frecuencia será:

v = (·f   (   f = 
[image: image418.wmf]l
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Si el tubo tiene un extremo cerrado y otro abierto puede tener tan sólo un cuarto de onda, por tanto:

( = 4 L = 4 · 0,68 = 2,72 m.

Su frecuencia será:

f = 
[image: image420.wmf]l
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=
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[image: image464.emf]b) La representación gráfica es la siguiente:

10 LA(J-01).- Por una cuerda tensa se transmiten simultáneamente dos ondas transversales cuyas ecuaciones, utilizando el Sistema Internacional, son:

y1 = 0,04 sin (10 x – 600 t)

y2 = 0,04 sin (10 x + 600 t)

Escribe la ecuación de la perturbación que aparece en la cuerda.

Sol.: y = 0,08 sin 10x·cos 600·t

Solución

Cuando dos ondas coinciden la onda neta es la suma de ambas:

y = y1 + y2 = 0,04 (sin (10 x – 600 t) + sin (10 x + 600 t))

Utilizando la relación trigonométrica:

sin A + sin B = 2 sin
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obtenemos

y = 0,04 · 2 sin 10x cos 600 t   (   y = 0,08 sin 10x·cos 600·t
11 LA(S-02).- Explicar cualitativamente el fenómeno de la polarización de la luz

Solución

El fenómeno de la polarización de la luz era conocido desde los trabajos de Christian Huygens (1629-1695) pero fue estudiado a fondo por Jean Baptiste Biot (1774-1862) a principios del siglo XIX. Este fenómeno de polarización sólo se da con ondas transversales, pero no con longitudinales, ya que implica, una asimetría respecto del eje en la dirección de propagación. Si se demuestra que un haz luminoso puede ser polarizado, se llega a la conclusión de que las ondas luminosas son transversales.

Las ondas electromagnéticas son ondas planas transversales, ya que los campos eléctrico y magnético oscilan perpendicularmente a la dirección de propagación. Por otro lado, los planos de oscilación del campo eléctrico y magnético son normales entre sí. Consideraremos solo la oscilación del campo eléctrico y asimilaremos las vibraciones luminosas a estas oscilaciones. Un haz luminoso en el que las oscilaciones del campo eléctrico se verifiquen siempre en el mismo plano se denominará, según hemos visto antes, haz luminoso polarizado.

La luz natural no está polarizada. La luz emitida por un manantial está constituida por una serie de trenes de ondas procedentes de átomos distintos; en cada uno de estos trenes de ondas el campo eléctrico oscila en un plano determinado, pero, en general, su orientación es distinta de unos a otros.

Dado el enorme número de moléculas y átomos de un manantial luminoso, se comprende el gran número de trenes de ondas que constituye un haz de luz y, por consiguiente, la existencia en éste de ondas polarizadas en todas las direcciones transversales posibles.

12 LA(J-03).- Una cuerda tensa, fija por sus dos extremos, tiene una longitud L = 1,2 m. Cuando esta cuerda se excita transversalmente a una frecuencia f = 80 Hz, se forma una onda estacionaria con dos vientres.

a) Calcula la longitud de onda y la velocidad de propagación de las ondas en esta cuerda.

[image: image465.emf]b) ¿Para qué frecuencia inferior a la dada se formará otra onda estacionaria en la cuerda? Representa esta onda.

Sol.: a) ( = 1,2 m; v = 96 m/s; b) f = 40 Hz

Solución

a) Si se forma una onda estacionaria con dos vientres (2º armónico), como se puede observar en la imagen, lo que tenemos entre los dos extremos fijos es una longitud de onda, por lo tanto:

( = 1,2 m   ;   v = (·f = 1,2·80 = 96 m/s

b) Se forma otra onda estacionaria cuando entre los extremos fijos solo hay un vientre (1er armónico). En este caso la longitud de onda es:

( = 2L = 2,4 m   ;   f = 
[image: image424.wmf]l
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13 LA(J-03).- Una cuerda de 40 cm con sus dos extremos fijos vibra en un modo con 2 nodos internos. ¿Cuál es la longitud de onda de la vibración?

[image: image466.emf]Sol.: ( = 26,67 cm

Solución

Al haber dos nodos entre los extremos fijos, se formarán 3 vientres, siendo cada uno de ellos media longitud de onda. Por lo tanto los 40 cm están formando una onda completa y media.

L = 
[image: image426.wmf]2
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2

L = 26,67 cm

14 LA(J-03).- Por una cuerda tensa situada a lo largo del eje OX se propaga, en el sentido positivo de dicho eje, una onda transversal armónica. En la figura 1 se muestra el perfil de la onda en t = 0, y en la figura 2 se representa, en función del tiempo, el desplazamiento transversal del punto de la cuerda situado en x = 0.

a) Determina las siguientes magnitudes de la onda: amplitud, longitud de onda y velocidad de propagación.

b) Escribe la ecuación de la onda, y (x, t).

Sol.: a) A = 2 mm; ( = 2 m; v = 200 m/s; b) y(x,t) = 2·10(3 sin(200(·t ( (·x)

[image: image467.emf]
Solución

a) La amplitud del movimiento se puede medir tanto en la figura 1 como en la 2, es A = 2 mm.

La longitud de onda se mide en el eje x de la figura 1, ( = 2 m
Para conocer la velocidad de propagación hay que encontrar en primer lugar el valor del periodo.

En la segunda gráfica observamos que un punto tarda 10 ms en volver a estar en el mismo estado de vibración luego T = 10 ms. Ahora calculamos el valor de la velocidad de propagación:

v = 
[image: image428.wmf]T
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 = 200 m/s

b) La ecuación de la onda, sabiendo que el sentido de propagación es hacia la parte positiva del eje OX, es:

y(x,t) = A sin 2(
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   (   y(x,t) = 2·10(3 sin 2(
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operando

y(x,t) = 2·10(3 sin(200(·t ( (·x + ()

La condición inicial es: en t = 0 y x = 0 el valor de y = 0, en consecuencia

0 = 2·10(3 sin(0 ( 0 + ()   (   0 = sin (   (   ( = 0 rad

por tanto la ecuación sería

y(x,t) = 2·10(3 sin(200(·t ( (·x)

15 LA(J-03).- Describe en que consiste el experimento de Young. Comenta los resultados que se obtienen y lo que demuestra dicha experiencia.

[image: image468.emf]
Solución

El experimento de Young consistió en superponer dos haces de ondas y comprobar que si los máximos de estas ondas coincidían se producía un máximo de mayor valor y si lo que coincidía era un máximo con un mínimo, el resultado era la suma de sus amplitudes, pudiendo llegar a ser cero si eran del mismo valor. Curiosamente la primera demostración no la realizó con ondas de luz sino en una cubeta de ondas.

Cuando el experimento se realiza con dos haces de luz estos deben ser monocromáticos y coherentes, para ello lo primero que se hace es hacer incidir el haz sobre una rendija muy pequeña y el rayo que parte de esta incide sobre una doble rendija. Las rendijas deben ser muy pequeñas para que en ellas se pueda producir difracción.

La interferencia de las ondas secundarias producidas dio lugar a una imagen formada por zonas claras y oscuras cuya forma dependía de la forma de las rendijas y su posición de la distancia a estas.

Con ello demostró que luz + luz puede dar como resultado oscuridad demostrando así que la naturaleza de la luz debía ser ondulatoria como las ondas del agua.

16 LA(J-03).- a) ¿Qué se entiende por difracción y en qué condiciones se produce? b) ¿Cuál debería ser la distancia entre dos puntos de un medio por el que se propaga una onda armónica, con velocidad de fase de 100 m/s y 200 Hz de frecuencia, para que se encuentren en el mismo estado de vibración?

Sol.: b) d = 0,5·n   (n = 1, 2, 3, …)

Solución

[image: image469.png]


a) La difracción es el cambio en la dirección de propagación que sufre una onda sin cambiar de medio. Este hecho se produce cuando el movimiento ondulatorio se encuentra un obstáculo en su camino cuyas dimensiones son del mismo orden o menores que la longitud de onda. El principio de Huygens en el que cada punto del frente de ondas actúa como emisor de ondas elementales, permite explicar gráficamente este fenómeno.

En todo momento los puntos del frente de ondas emiten ondas que al interferir con las emitidas por los puntos de los alrededores forman el frente de ondas plano que se observa. Al llegar a la abertura los puntos del frente de ondas que pasan ella actúan como emisores de ondas. Estas ondas al no interferir con otras generadas por otros puntos, cambian la forma de su frente de ondas, pasando este de ser plano a ser circular.

b). Para que dos puntos se encuentren en el mismo estado de vibración debe haber entre ellos un número entero de longitudes de onda. Calculamos entonces el valor de la longitud de onda.

v = (·f   (   ( =
[image: image432.wmf]f
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=
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= 0,5 m

Los puntos deben estar a 0,5 m, o a distancias cuyo valor sea un múltiplo entero de 0,5.

17 LA(S-03).- a) Explique las diferencias entre ondas transversales y ondas longitudinales y ponga algún ejemplo.

b) ¿Qué es una onda estacionaria? Comente sus características.

Solución
a) Las ondas transversales y longitudinales son las que se clasifican atendiendo a su dirección de propagación.

Las longitudinales son aquellas en las que la dirección de propagación coincide con la dirección de vibración. Son ondas longitudinales las del sonido o las que se propagan en un muelle cuando vibra longitudinalmente.

Las transversales son aquellas en las que la dirección de propagación es perpendicular a la dirección en que tiene lugar la vibración. Son ondas transversales las ondas electromagnéticas y las ondas sísmicas.

b) Una onda estacionaria se forma cuando interfieren dos ondas de características iguales, que se propagan en la misma dirección, pero en sentidos diferentes. El fenómeno se debe a que en la superficie de separación de dos medios se produce una reflexión como ocurre por ejemplo en las ondas que produce la cuerda de una guitarra. Estas ondas se denominan estacionarias porque dan lugar a un patrón de vibración estacionario.

El patrón de vibración depende de que los límites sean fijos o libres, de forma que se pueden obtener distintas frecuencias fundamentales y diferentes armónicos que son los múltiplos de la frecuencia fundamental obtenida en cada caso. Las zonas donde la vibración es máxima se denominan vientres y las de vibración nula, nodos.

Una onda estacionaria, en realidad, no representa un movimiento ondulatorio ya que no hay transporte neto de energía de unos puntos a otros. Cada uno de los puntos del medio, excepto los nodos vibra como si se tratase de un oscilador armónico con una amplitud de terminada de modo que el perfil de la onda no se desplaza. Entre dos nodos la energía permanece estancada.

18 LA(J-04).- Describe brevemente qué entiendes por polarización de una onda.

Solución

Las ondas transversales pueden vibrar en todas las direcciones del plano perpendicular a la dirección de propagación. Sin embargo hay métodos que permiten restringir las direcciones de vibración a una sola. Cuando se produce este hecho se dice que la onda está polarizada linealmente.

La presencia de este fenómeno en cierto tipo de ondas (como es el caso de las luminosas) permite justificar su naturaleza transversal.

La polarización de las ondas se puede producir por absorción selectiva. Este método consiste en la atenuación de todas las direcciones de vibración excepto de una. Lo producen de forma natural unos minerales denominados turmalinas, también el hombre ha fabricado materiales sintéticos que producen el mismo efecto y que se denominan polaroides.

Otro método de polarización es por reflexión. Existe un ángulo de incidencia para el que la luz reflejada aparece polarizada linealmente. Este ángulo se denomina ángulo de Brewster y se caracteriza porque la suma de los ángulos incidente y reflejado es 90º.

Para el caso concreto de las ondas electromagnéticas hay dos tipos de polarización más denominados polarización circular y elíptica en la que los vectores campo eléctrico y campo magnético describen en un caso circunferencia y en otro elipses. Se obtienen a partir de combinaciones de polarizaciones lineales.

19 LA(J-04).- Considere la onda de ecuación :

y(x , t) = A cos (b x) sin (c t)

a) ¿Qué representan los coeficientes A, b, c ? ; ¿cuáles son sus unidades? ¿cuál es el significado del factor A cos (b x)?

b) ¿Qué son los vientres y los nodos? ¿qué distancia hay entre vientres y nodos consecutivos?

Solución

a) La ecuación dada es la que corresponde a la interferencia entre dos ondas de la misma amplitud, frecuencia y longitud de onda que se mueven en la misma dirección y sentidos contrarios.

y1(x,t) = A’ sin ((t - kx)

y2(x,t) = A’ sin ((t + kx)

La ecuación correspondiente a la superposición de y1 e y2 se calcula como

y(x,t) = y1(x,t) + y2(x,t)

obteniéndose como resultado la función

y(x,t) = 2A’ cos kx sin (t

Comparando este resultado con las ecuaciones de las ondas que interfirieron inicialmente podemos concluir que:
A = 2A' Es el doble de la amplitud de las ondas incidentes. Se mide en metros.
b = k Es el número de onda que indica el número de longitudes de onda que hay en la distancia 2(. Se mide en rad·m(1.

c = ( Es la pulsación o frecuencia angular de las ondas incidentes. Se mide en rad·s(1.

El factor A·cos(bx) indica la amplitud con la que vibran cada uno de los puntos de la onda estacionaria que como se puede comprobar depende de la posición.
b) Los vientres son los puntos de la onda en los que se vibra con la máxima amplitud. La distancia entre dos vientres consecutivos es media longitud de onda.
Los nodos son los puntos donde no se produce vibración. La distancia entre dos nodos consecutivos también es media longitud de onda. La distancia entre un vientre y un nodo es un cuarto de longitud de onda.

ENERGÍA

1 C.- La ecuación de una onda que se propaga por una cuerda es: 

y = 4 sen ((50t ( 4x)

x e y en metros y t en segundos. Calcular: (a) La amplitud, la longitud de onda y la velocidad de propagación. (b) Energía total por unidad de masa, transportada por la onda.

Sol.: a) A = 4 m; ( = 0,5 m; v = 12,5 m/s; b) E = 197392 J
Solución
La ecuación es del tipo

y = A sen ((t ( kx)   (   y = 4 sen (50(t ( 4(x)

a) La amplitud es A = 4 m, la longitud de onda se obtiene a partir del valor de k = 4( rad/m

k = 
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La velocidad de propagación vale

v =
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b) La energía que posee este oscilador, que llamamos foco emisor

E = 
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m(2A2
esta energía es la que se propaga con velocidad, v.

Por unidad de masa vale

E = 
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(50()2·42 = 197392 J
2 L(S-97).- Una partícula de masa 5 g oscila con movimiento armónico simple, en torno a un punto O, con una frecuencia de 12 Hz y una amplitud de 4 cm. En el instante inicial la elongación de la partícula es nula. (a) Si dicha oscilación se propaga según una dirección que tomamos como eje X, con una velocidad de 5 m/s, escribir la ecuación que representa la onda unidimensional originada. (b) Calcular la energía que transmite la onda generada por el oscilador.

Sol.: (a) 
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Solución

La ecuación del movimiento de una partícula, de masa m, que oscila con movimiento armónico simple, con frecuencia f y amplitud A es

y = A sin ((t + ()

en donde ( es la frecuencia angular (( = 2(f = 24( rad/s) y ( representa la fase inicial, cuyo valor se puede obtener a partir de las condiciones iniciales del movimiento, en este caso

t = 0 ; y = 0

imponiendo esta condición a la ecuación del movimiento

0 = A sin (   (   ( = 0 rad

quedando la ecuación del movimiento de esta partícula como

y = A sin (t

La energía que posee este oscilador, que llamamos foco emisor

E = 
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m(2A2
se propaga con velocidad v en la dirección del eje X y en sentido positivo haciendo oscilar a las partículas del medio de forma que tal que a una partícula situada a una distancia x del oscilador recibe la energía al cabo de un tiempo 
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En definitiva el punto se pone a oscilar de la misma manera que el foco lo hacía en el instante t (
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RESOLUCIÓN Y CÁLCULOS:
(a) La ecuación que representa la propagación con los datos que nos dan escritos en el sistema internacional es
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que podemos escribir como
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(b) La energía que transmite la onda generada por el oscilador

E = 
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5·10-3(24()2(0,04)2 = 0,023 J

3 LA(J-04).- Una antena de telefonía móvil emite radiación de 900 MHz con una potencia de 1500 W. Calcule:

a) La longitud de onda de la radiación emitida.

b) La intensidad de la radiación a una distancia de 50 m de la antena.

c) El número de fotones emitidos por la antena durante un segundo.

(Dato: h = 6.63·10(34 J·s.)

Sol.: a) ( = 0,33 m; b) I = 0,048 W/m2; c) 

Solución

a) Como se trata de una radiación electromagnética la velocidad de propagación será la de la luz en el vacío, c = 3·108 m/s:

c = (·f   (   ( = 
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b) La intensidad se puede calcular como la potencia por unidad de superficie:

I = 
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= 0,048 W/m2.

c) La energía de una onda electromagnética se puede escribir como: Ef = h·f

Calculamos la energía de cada uno de los fotones a partir de dicha expresión

Ef = h·f = 6,63·10(34·900·106 = 5,967·10(25 J

Como la potencia es la energía por unidad de tiempo, cada segundo la energía emitida será:

ET = P·t = 1500 J

Dividiendo este valor entre la energía que porta cada fotón se obtienen el número de fotones:

ET = N·Ef   (   N = 
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